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���� � ���� {�,�}
���� � ���� {1, 2, 3, 4, 5, 6}

���� ��� ����� {��,��,��,��}

��� Ω = {w1, w2, . . . , wn} �� ��� ��� � �
������ � �� ����������	 ������ �� ����� ���
��

�� ���� �
�����	 � ����������� P �� �������� �
�� ���� P (wi) ∈ [0, 1] ���
∑n

1 P (wi) = 1�

������� 	�  ���� ���� �� ������� !� ��� ����	 ��� ����� ���� ��� ����������� � ������� �

�� ���� �� ���� � ������� �� ��
� P (�) = P (�) = 1/2�

���� ��� ������� � ��� ����������� �� �� ����	��
� ������ ����� ��� ��� ���� � ������������

�����

� ��� ���������� �� �������� N ������ ��� ni �� ��� �
���� � ����� �
����� wi

�������� ����

lim
N→∞

ni

N
= P (wi)

�  ��������"���	 N ��������� ����������� ��� �������� ���
������
���� #
�� ���������� �

����������� �� ������ ��������

$



������� �� � ��� �������	 
 ����� � ����� ��� � ��� ��	� ��� ��	� ������ �����

��� ��������� ���������� �	 �� ��� ��� ���� �� � �� ������ �������� ����� 	���� �	

{����,�����, ���}� ��� �����������	 ���

P (����) =
6
17

P (�����) =
4
17

P (���) =
7
17

�� � ��� �	 � 	��	�� �� ��� 	���� 	����� !�� A �� �� � ���� ���� ��� ���������� �� A �	

������ �	

P (A) =
∑
w∈A

P (w).

������� 	� � ���� ���� �	 ����� "��� �	 ��� ���������� ���� ������� �	 �		 ���� �� �#��

�� $% ���� ���	 � ��� �	 A = {1, 2, 3} . ����

P (A) = P (1) + P (2) + P (3) =
1
2
.


����� �� ������������	 �		�
��� �� ����	 �� 	����� 	���� Ω 	��	��� ��������
 ���������	

�� P (φ) = 0 ��� P (Ω) = 1�

�� �� A ⊂ B ⊂ Ω ���� P (A) ≤ P (B)�

�� P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)�

�� P (Ā) = 1− P (A)

� ���	���	� ���	 ���� ���	����� #��������	 ����� ��� �����	����� �� ��� ������	� ���	�

�� ��� ��	� �� ���	 �������� 	���� 	����	 �� �� �		���� �� �� ���������

��� ������	� 
�������	� ���	����	����

��������� �� &��	���� �� ���������� ���	� ������� ������	 �� ������� "� �����	��� ���

������� �� ��� ���������� �� � ������ '���� ������ 	��� �	 X� ���� � ������ ��������

��� 	����� 	���� �� ��� ���������� �	 ��� 	�� �� � ��		��� �������	� (� ��� 	���� 	���� �	

������ ����� �� �������� �������� ��� ������  ������ �	 	��� �� �� ��	������

��� �		�)����� �� �����������	 �� �������	 �	 ��	������ �����

��������� �� !�� X �� � ������  ������ ����� ������	 ���  ��� �� ��� ������� �� � �������

����������� ��� �		��� ���� ���	 ���������� ��	 ��� ������ ���� ��		��� �������	� !�� Ω
�� ��� 	���� 	���� �� ��� ����������� � ��	��������� �������� ��� * �	 � ���+ ���� ��������

P ���	� ������ �	 Ω ��� ����� 	���	��	,

$



�� P (ω) ≥ 0 ��� ��� ω ∈ Ω�

��
∑

ω∈Ω P (ω) = 1�

������� �� 	�
���� ���� ���
���� ������ ����� ��
 �� ������ �
 �� �� ���� ������ ���

��
��� ����
� �� � ����� �� +µ ���
 �� �� �
 �� ����� �
 �� −µ ���
 �� �� �
 ��
 ������
��� ��������
� �� �� �
 ����� ���
����� ����
 �� ��� ��� �� ��� ����� ����
��� ���� ��

M =
4∑

i=1

µi.

 ��� ��� �� ����� �� �������
�� �� ������ � �
 ��
 ����� �� �� ���
� ��� ��
��������


���� ���
� ���� ��� ���� ����� �� ��� ��� ����
 �� ��� ���� �
 ������ ��� ��
� !


���
���"����
 �� ���� ��
��������
 �� 0� ����� ��� ����� �# �������� ��
��������
�� ���
������ ����� �� ��� �� ��� �������� ������ ��� ����� ���
������ $��

ΩM = {−4µ,−2µ, 0, 2µ, 4µ} .

 �� �� ��� ��
��������
 ��� �%����� ��&��� �� ������ ���


��
��������
� ' �� !���
����
�� ���
���"����
 (����������

���� � 4µ 1/16
���� ) 2µ 1/4
���� # 0 3/8
���� ) −2µ 1/4
���� � −4µ 1/16

 �������� �� �� 
�� �
�������
� �� &
�� ��� ������ ����������� ����������
� *������ ���

������	 �� ��� ����������
 ��� %����� ��� �
�������
� ����
�� ��� ������� �
 �����
���

	�
����� �� $�� X �� � ������� ��
�� �������� ���� ������ ����� Ω �
 ����������


��
���
 P � ���
 ��� ����������
 ����� �� X� �
��� �� E(X) �� 〈X〉� �� ��
� ��

E(X) =
∑
ω∈Ω

ωP (ω)

������ ��� ��� ��
�������

��� ����������
 ����� �� �
�������� ����
 �
 ���%���� ��
��� +� ��� ��������
� �� ��������

����� 
����� �� ������ ���
 ��� 	
���� ��
� �� ����� �� ��� ����������
 ������

������� ��� +
 ���
���"����
 ������� ������ ��� ���������
 ����� �� ��� ���
���"����
 ��

����
 ��

E(M) = (−4µ)
1
16

+ (−2µ)
1
4

+ (0)
3
8

+ (2µ)
1
4

+ (4µ)
1
16

= 0

)



������� ��� ��� X �� � ����	��� 	�
��� �	����� ���� ������ ����� Ω �
� ����	������


��
���
 P � ��� φ : ω → R� ���
 ��� ����������
 ���� �� φ (X) ��

E(φ (X)) =
∑
ω∈Ω

φ (ω) P (ω)

�	����� ��� ��� ��
�	����

�	
���� �� ����� �� �����������	� �
�����

E
(
M2

)
= (−4µ)2

1
16

+ (−2µ)2
1
4

+ (0)2
3
8

+ (2µ)2
1
4

+ (4µ)2
1
16

= 4µ2

��������� ��� ��� X �� � �������� ����	� �������� ���� ������ ����� Ω ��� ����������	�

�����	� P � ��� E(X) = µ� ��� �������� 	� X ���	��� �� V (X) �� ������ ��

V (X) = E
(
(X − µ)2

)
=

∑
ω∈Ω

(ω − µ)2 P (ω)

��� �������� �������	� 	� X ���	��� �� σX  �� ������ ��
√

V (X)�

��� �������� �� � ������� 	� ��� ������ 	� ��� ��� ��	�������� ����������	�� ��	�� ��� ����

������ �� ��� ����� ���	� ��� ��� ��	�������� ����������	� ��� ������ ���������

Ω

P�Ω�

������� ��� �� X �� � ����	��� 	�
��� �	������ ���


V (X) = E
(
X2

)− (E(X))2

�	
���� ��� �� �����������	� �
����� E(M) = 0� ���� V (M) = E(M2) = 4µ2�

�



��� ���������	 
��������� ��	���������

� ������ �����	
� �� ���� � 	� ��������� �� �� ����
� ����� �� ���������� �� ��

 ������

�� �� ����
� �� ����� R �� ������
� �� R�

������� ��	 ������� � �����
� �� ������ �� � �� 	�� ���� �� [0, L]�� ��� �� ����� 	��� ���
���� ��� ����� u� � ��� �� �� ����� �� ��� ���� ���� ������ 
������ �� �� 	���  ��

��������� �� � !�� �� ������� �� �����
� � ���� ���� "� P (X < x) 	� �� ���	�	�
��
�� !����� �����
� � �� 
�� �� x�  ���

P (X < x) = 0 x < 0
= 1 x > 1
= x/L ���������

 ��� �� ������� ����� �

 ����� �� 	�� ��� �#��

� 
���
�� ���	�	�
�� �� �����
� �� �� ����

������
 [a, b] ⊂ [0, L] �� ����������
 � 
���� b− a�  ���� ���	�	�
�� �� ������ ��� �	
�����

	� 	 ���� 	������ 0 	������ 
���� �� � ���� �� 0$  ��� �� � ������������ 	������ ��� ��
�� ���	�	�
�� �� !����� �� �����
� �� �� 	�� ��

 	� 0�  �� ��� �� �� � ��!�� ���	�	�
��
������ ��������


������ ��	 "� X 	� � ��������� ���
 ��
��� ������ �����	
�� � ���	�	�
�� ������

������� f �� � ���
 ������� ���� ��

P (a < X < b) =
ˆ b

a
f(x)dx.

 ���� ���	�	�
�� �� !����� �����
� � x �� 0� %������� ���	�	�
�� �� �����
� �� ���� x�
�� �� �� �����
� �� �� [x, x + dx] �� ����� 	� f(x)dx�

 �� ������� F (x) = P (X < x) �� ��

�� � ����
���� �����	���� �������� &
���
��

f(x) =
dF

dx
(x).

������� ��	 '�� �����
�(��(�(	�� �����
�� �� ���	�	�
�� ������ ������� ��

f(x) =

{
1
L x ∈ [0, L]
0 ���������

 �� ��������� ��
�� ��� �������� ��� ��!��� ����
� �� �� ���� ��� �� �� ���� �� �������

�����	
���  ���

E(X) =
ˆ ∞
−∞

xf(x)dx

���

V (x) = E
(
X2

)− (E(x))2 .

)



������� ��	 ��� �������	
��
�
�� 	����	�

E(X) =
ˆ L

0
x

(
1
L

)
dx =

L

2

���

V (X) =
ˆ L

0
x2

(
1
L

)
dx =

L2

3
.

�����	� �����	�

������� 
�	 � ���� �� �	�	��	� ���� �	���� H� ���� �� ��� ��� ������ �������	 �� �	���� y
�	����	� ��������� ���� ��	 ����� �� �	�	��	�

������	� � ����� ���	���� dy �� y� ���������� ���� �������	 �� ����� �� [y, y+dy] �� ������������
�� ��	 ���	 ��	 ���� ��	��� �� ���� �	������ !��� ���

f(y)dy = P (X ∈ [y, y + dy])
= K dt

= K
dy

v(y)

��	�	� K �� � �������� ��� v(y) =
√

2gy �� ��	 ��		� �� ��	 ���� �� y� !���� f(y) = K/
√

2gy�
!�	 �������� �� �������������� ��� �	 ����� � ����������� f � !�	 �������"����� ����������ˆ H

0
f(y)dy = 1

���	� f(y) = 1/
(
2
√

Hy
)
� !�	 ��� F (x) =

√
y/H� !�	 ��	���	 �	���� �� ���	� � 

E(y) =
ˆ H

0
y

(
1

2
√

Hy

)
dy =

H

3

!�	 ����� �	��� ����� ��	 ���

H
y

f�y�

������� 
�	 � �������	 �� �	�������� �����	 �������� ������ ���� ��������	 A ��� ��	


#�	�� ω� $��� ���� ��	 ��� ��� ������ �������	 �� � �������� x �� ���	� � 

f(x) =
1
π

1√
A2 − x2

.

���� ���� �������� ��� ��� ��	 �������	 �� ��	 �������������

%


