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��������� �����	��� 
��	�� �����	���

� � ����� �� � ��������� ����� �� ����	 �� �

���� �� ���� 	����� (x, p)� ���� x ���	�
�������	 �	� p ���	� ��	�� �� ���

���������

� ����� �� ��� ���	�� ����� �� ����	

�� � ������ Ψ �	 ��� ������� ����� H�

�� �	 ���������� �� � ��	����� �������� Ω
�� � ���� ������ ��	����	 �� x �	� p�
��	���� �� ω(x, p)�

��� X̂ �	� P̂ �� ��� ��������� �	 H�
���� ���� [

X̂, P̂
]

= i�.

X̂ �� ������ �������	 �������� �	� P̂ ��

������ ��	�� ���������

�	 ���������� Ω �� �������	��� �� �

�������	 ��������

Ω̂ = ω
(
x→ X̂, p→ P̂

)
�����	�� �� ����������	� ��� ��������� �	

����� �� x �	� p �	 ��������� ���������	�

��� � �������	� �� �	 ���������� Ω ��

ω(x, p)�  �� ��� �� �������	� ����
	�� ������� ��� ����� �� ��� ������

� �������	� �� �	 ���������� Ω ������

� ����� ��� ��� ��� �� ����	������ �� Ω̂�
�� φ �� �	 ����	������ �� Ω̂ ����

����	����� λ� ���	 ��� ����������� ��
�����	�	� λ �� � ������ �� �������	�
�	 ����� �	 ����� Ψ �� ����	 ��

PΩ(λ) ∝ |〈φ,Ψ〉|2 .

�� � ������ �� �������	� ��� ����� ��

��� ����� �����	�� ���	��� ��� Ψ ��

φ�

�!  �� ��� ��������	 �� ��� ����� �� ����	

�� "����	#� �����

d

dt
x(t) =

p

m
d

dt
p(t) = F (x, p, t)

 �� ��� ��������	 �� ��� ����� �� ���

����� �� ����	 �� $���%��	��� �������	&

i�
d

dt
Ψ(t) = ĤΨ(t).

'���� Ĥ �� ��� �������� ��������	��	�

�� ��� ��������� ������	��	 �� ���

������

()
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� ��� ���� ����� ����	
���� ��� ���	� ��� ����� � ��� ������ ��� ����	���� ��� ��
	� �

��� ����	������ � ��������
 ������
�� �� ���� ��������

� ����	
��� � ������ ��� ����� � ��� ������� �� ����� ����� ��� ������ � ��� ��
���� �����

�� ���������� ��� ��
���� ����� ��

 ��� �� ��� ���
� ����� ��
��� ��� ���� ������

������ �� ������

� ���� ���� ����� Ψ �� �� �
����� � � ��
���� ������ �	����������� �������
� �� �	��������

� ����	
��� �� �� � �������������� ������� ��� �
������
 ��������
 ������
�� ���� ���

��������� �� H. ������ ������ � �������� �������� ��� ������	� �������� �� ����������

������ ��� ����	����� ��
��������� ������� ��� ����

� ��� ����	
��� �� 	  � �� ��� ���	� � ����� � ���������� ���� ��� �� �� 	��
��� ������� ���

�
������
 ������
� xp ��

 �� X̂P̂ �� P̂ X̂ ��
(
X̂P̂ + P̂ X̂

)
/2� ��� 
��� ������ �� �����
���

����� ��� �������� �� ����������

� ����	
��� ��� �������� 
�� � ����������� !�� ��� ������ � ���� ���������� �� �

�����

�����"

#� $���� Ω̂� ��� �

 �������
	�� %�	�� �� ���
 ����� Ω̂ �� ���������&� '	����� ���

��� � �������
	�� �� �������� ��� �� ����� �� ΛΩ = {ωi | i = 1, 2, . . .}� (�� BΩ =
{φi | i = 1, 2, . . .} �� ��� ��� � ������������� ������������� BΩ �� �� ����������


����� � H.
)� ��� ������ ��� ����� Ψ � ��� ������ �� ����� � φi�

Ψ =
∑

i

Ciφi

����� Ci = 〈φi,Ψ〉�
*� ��� ����
� ����� � ����	������ � Ω �� ΛΩ� �������
��� � ������� ωi �� � ���	
�

� ����	������ �� ����� ��

PΩ (ωi) = |〈φi,Ψ〉|2 .
� � ��� �������
	�� � Ω̂ ��� ������	�	�� ������	�� �� ���

 ��� ����"

#� $���� Ω̂� ��� �

 �������
	�� %�	�� �� ���
 ����� Ω̂ �� ���������&� �� ���� ����� ���

��� � �������
	�� �� ���� �	���� � R ���� ΛΩ ⊂ R� (�� BΩ = {φω |ω ∈ ΛΩ} ��

��� ��� � ������������� ������������� BΩ �� �� ����������
 ����� � H.
)� ��� ������ ��� ����� Ψ � ��� ������ �� ����� � φi�

Ψ =
ˆ

ΛΩ

C(ω)φωdω

����� C(ω) = 〈φω,Ψ〉�

#+



�� ��� ����	� ���
� �� ���������� �� Ω �� ΛΩ� �������	��� ������� ��
���� ���

������� ω �� � ���	� �� ���������� �� ����� ��

PΩ (ω) = |〈φω,Ψ〉|2 .

� ��� 
�� ����� � �����
���� �������� �� ��		���� ��� B = {φi | i = 1, 2, . . .} �� ��
����������	 ����� �� H. ���� ��� ����� Ψ 
�� �� �������� �� ����� �� φi�

Ψ =
∑

i

Ciφi

����� Ci = 〈φi,Ψ〉� ��� Pi �� �� �������� �
� ����

PiΨ = 〈φi,Ψ〉φi.

 ��� ���� �����
���� �������� ��� ��� ���� ��������
 �������������� �� ���� �� �����
����

�� 
��������� ���� �� �	��� ��������� !	���	��

Ψ =
∑

i

PiΨ =⇒
∑

i

Pi = I

����� I �� ��� �������� ���������

�  ��� ���� ��� ����	��� """ �	�� �������� ���� � ���������� ��		 �����	� 
����� ���

����� �� ��� ������� #����� ���������� �� ���� ��� ���	�� � ���	� ωi� ���� ��� ���

����� ��		 �� φi� ���� �� 
�		�� �� ��� �������� �� �	� 
���������

� ��� �������	����� ����� �� ����	��� """ ��� �� �� ����������� �� ��������� �� ��������

����� $#�� %��� �������&�

��� ���� �����	
��

"� 
������ '� ��� (% ��� ������
�� ���� ������
������ ���� �� � ���� �����
	� ��� ��)

��
����� ���� � ������
���� Ψ(x, t)� ��� �������	��� ������� ��
���� �� ��� 	�
����� ����
|Ψ(x, t)|2. *��� ��� +�	���� ���
� �� 
����� �� �� L2(R)� ��� ,���� ��
���
� �� ����

���	��	� -���� �� ���� ��
����
��

'.



������� ���	��
�� ��� ���	��
��

� � ����� �� �	� ������� ������ 
� �
��

�� � ����� Ψ 
� ���� �
����� ����� H�

��� H = L2(R)� �	� ����� �� �	� ������

� �
�� �� � ������ 
��������� �����
��

Ψ(x)�
�� ��� X̂ ��� P̂ �� ��� ��������� �� H�

���	 �	�� [
X̂, P̂

]
= i�.

X̂ 
� ������ ���
�
�� �������� ��� P̂ 
�

������ �������� ���������

�� ��������� Ω 
� ����������� �� �

	���
�
�� ��������

Ω̂ = ω
(
x→ X̂, p→ P̂

)
����
��� �� �����
���
�� �	� ��������� 
�

����� �� x ��� p 
� �����
��� � �����
���

!	���� X̂ ��� P̂

X̂f(x) = xf(x)

P̂ f(x) = −i� d

dx
f(x).

!	��" �	�� [
X̂, P̂

]
= i�

	�����

��� � ����������� �� �� ��������� Ω �
����

� ���� ���� �	� ��� �� �
�������� �� Ω̂�
�� φ 
� �� �
�������� �� Ω̂ �
�	

�
������� λ� �	�� �	� ������
�
�� ��

����
�
�� λ �� � ������ �� �����������

�� ������ 
� ����� Ψ 
� �
�� ��

PΩ(λ) ∝ |〈φ,Ψ〉|2 .

�� � ������ �� ����������� �	� ����� ��

�	� ������ �������� �	����� ���� Ψ ��

φ�

�# �	� �
�� �����
�� �� �	� ����� �� �	�

������ 
� �
�� �� $�	�%�
���� �����
��&

i�
d

dt
Ψ(t) = ĤΨ(t).

�	��� Ĥ 
� �	� �������� ����������
��

�� �	� �����
��� ���
����
�� �� �	�

�������

!����
��� ���
����
�� 
� ���� ��

��������
� ����� '��� 
� (��� �	� �����

������� �	�� 
�

H =
P 2

2m
+ V (x)

Ĥ = − �
2

2m
d2

dx2
+ V̂

(
X̂

)
�	� $�	�%�
���� �����
�� �������

i�
∂

∂t
Ψ(x, t) = − �

2

2m
d2

dx2
Ψ(x, t)+V (x)Ψ(x, t).

���� ��� ���� �������� �� ��� ���	��
��&

)*



� ��� ������ �� ��� ��	����
 �������� �
 ����
��� �������� ��� 
�� �
����� ���� �	 �


�����
��� �������

X̂f(p) = i�
d

dp
f(p)

P̂ f(p) = pf(p).

���	 ������ �	 �	 ��� 	�
��
[
X̂, P̂

]
= i� ���	� ���	 �		��
��
� �	 ����� ������

��� ��	
� ���������	���� �	 ����	��� �� ��� ������� ������� ����� �	 ����� ��	 ��	
�

���������	��������� ������ �� p �	 � ���� �������� �	 �
�� �� �� ��	 ������������

� ��� ����
�����	 �� X̂ �
 L2(R) ��� ��
��
���	� ��� 	�� �� ����
�����	 �	 ��	� ΛX̂ = R�

���� �	 ����� ���� 
����� �	 �
 ����
����� �� X̂� ��� ����
������ φλ �����	��
�
� ��

�
 ����
����� λ �	 φλ(x) = δ(x− λ)� ���	 ��� 	�� �� ����
������	 �	

BX̂ = {φλ |λ ∈ R} .
���� �

� BX̂ �	 �����
������ ���� �	

〈φλ, φλ′〉 = δ(λ− λ′).

� BX̂ �	 ��������� ���� �	 ����� ��
����
 ��
 �� ������
 �	

f(x) =
ˆ

R

f(λ)δ(x− λ)dλ =
ˆ

R

f(λ)φλ(x)dλ

!���������� �
	��� ��
����
 ��� "
�
� �������� �� λ �	 � ��	��� �� ���	�����
� �
 �

	�	��� ����� �	 �
 	���� Ψ �� �
 �
	��
� t � �	 ����
 ��

PX̂ (λ, t) = |〈φλ,Ψ〉|2

=
∣∣∣∣
ˆ ∞
−∞

δ(x− λ)Ψ(x, t)dx
∣∣∣∣
2

= |Ψ(λ, t)|2

� #��� ���� ��� ��� ����
�����	 �
 ����
������	 �� ��� ����
��� �������� �
 L2(R)$
%���
 ΛP̂ = R� &�� �
� ���� 
����� p� ��� ξp(x) = exp (ipx/�) /

√
2π�� #��

P̂ ξp(x) =
(
−i� d

dx

) [
1√
2π�

exp
(
ipx

�

)]
= pξp(x)

���	� ��� 	�� �� ����
������	 ���

BP̂ = {ξp(x) | p ∈ R} .
%���
 ���� �

''



� BP̂ �� ����������	
 ���� �� 〈
ξp, ξp′

〉
= δ(p− p′).

�� �������	 ����	� ����

� BP̂ �� ����	�� �����
 ��� ����� �������	 �������� ������ � ������

���������
 ���� �� ��� �������� ��� � ������ ��

f(x) =
1√
2π�

ˆ ∞
−∞

g(p) exp
(
ipx

�

)
dp

=
ˆ

R

g(p)ξp(x)dp

�������	��� ������ �������� ��� �� ������	 �� ��� ������� p �� � ���	� �� ���
������ �� � ����� ����� �� �� ���� Ψ �� �� ������� t 
 �� ���� ��

PP̂ (p) = |〈ξp,Ψ〉|2

=
∣∣∣∣ 1√

2π�

ˆ ∞
−∞

exp
(
− ipx

�

)
Ψ(x)dx

∣∣∣∣
2

= |(FΨ) (p)|2

 �� FΨ �� �� ������ ��������� �� Ψ. !��� �����	� �� �������	 �� �� �� ���� ��
��� �� � �� ������	 �� ������� �������

� "���� �� ������������ �� X̂ ��� �� ������������ �� P̂ �	��� �� L2(R)� #����

��� �� ����������	 �� �� ��������� ���� ���� L2(R)
 ���� ��� ��		 � ��� �������
�������� ����� ����������	 ��$��	���

��� ������	
��� ����	�


%� �	������	 ��������
 �� � ����	 ������	 �� ������ �� � ���������� ���� &	� ��� �� ����	

���� �� � �������� �� ������� %� ���� ����� �� ���� �����
 ��	� ���������� ���� &	�� ��

��������� !� ����	������ �������� ����� �� ����	 ����� �� ��� �������� �� ����

'����
 ���� �� ����	������ ������� Ĥ �� ��	��� ���� H �� �������� �� ��� ����� ��
��� �� �� (�	���� ������ �� t�� )� �� �� �� �����	�� �� Ĥ � ���� ��

ΛĤ = {E1, E2, . . .}
���� ������������ �� �� ���������

BĤ = {ψ1, ψ2, . . .}.
!��� ��
 ��� ��� i


Ĥψi = Eiψi.

*+



���� ������	
 �� ����� ���� ����������� ��	
������
 �������� �
 ��� ����
����	�� ψi ���

��������
� ������� ��� ����
������ Ei ��� ����� ���
�� ������������ ��� ��� ΛĤ �� ����� ���

���
�� �����
���

������� BĤ �� �
 	���	
	���� ����� 	� H. ��� Ψ(t) �� ��� ����� 	� ��� ������ �� �	�� ����

t� ���
�

Ψ(t) =
∑

i

ci(t)ψi

�����
� ���� �
 ����	�
��� ������	
 �� ���

∑
i

(
i�
d

dt
ci(t)

)
ψi =

∑
i

ci(t)Ĥψi

∴
∑

i

(
i�
d

dt
ci(t)

)
ψi =

∑
i

(Eici(t))ψi

������
� ��� �	�����
�� 	
 ������ ���

i�
d

dt
ci(t) = Eici(t)

�	���
� ���� �����
���� ������	
�

ci(t) = ci(0)e−iEit/�

�����

Ψ(t) =
∑

i

ci(0)e−iEit/�ψi

= e−iĤt/�
∑

i

ci(0)ψi = e−iĤt/�Ψ(0)

��� 	 ����	� Û(t) = exp
[
−iĤt/�

]
�� ����� �� ���� ��	����	
 	 ����	�� !���"

#	�� �� t = 0� ��� ����� 	� ��� ������ �� 	
� 	� ��� �����	
��� ������� ��� Ψ(t = 0) = ψi �	�

�	�� i� ��� ���� ��	����	
 	� ��� ����� 	� ��� ������ �� ����


Ψ(t) = e−iEit/�Ψ(0)
���� ����� ����	
�� A� ����

exp [A] = 1 + A +
1

2!
A2 + · · · + 1

n!
An + · · ·

�� 
�� ������ �� ��� ���������� eA �� 	 ���� ����� ����	
��� ���� ����� �� ���
� ����� ��
���� 
�	
 �� Au = λu

���

eAu = eλu

$%



��� �������	 
� ����	�
�� Ω ���� ����������	� φ ���� ������
�� ω � ��� �	��
����� ��
�

��
��	����� �� Ω �� ���� ω� 
� 
 ���� t ��

PΩ(ω, t) = |〈φ,Ψ(t)〉|2

=
∣∣∣e−iEit/� 〈φ,Ψ(0)〉

∣∣∣2
= |〈φ,Ψ(0)〉|2
= PΩ(ω, 0)

����� �� ������ �� �� 
 ��
����
	� ��
�� ���� 
 �	���	���� �� ��� ������ 
	� ����������� ��

�����

��� ������	
��� ��
��
��

����������	 
����

������� �� �� ��������	� Ω 
� ���������� �� �� �������� Ω̂� �� ��� ������� ������ 
� 
�

����� ������	
��� Ψ� ���� ��� ������� ���������
��� ��	�� �� Ω� ����� �� 〈Ω〉� 
� �
��� ��

〈Ω〉Ψ =
〈
Ψ, Ω̂Ψ

〉
.

������ ��� ��� �����	�� �� Ω̂ �� ΛΩ = {ωi | i = 1, 2, . . .}� ��� BΩ = {φi | i = 1, 2, . . .} �� ���

��� �� ��		��������� ��	�
���� ����������	�� ���

Ψ =
∑

i

Ciφi

���	� Ci = 〈φi,Ψ〉� ��Ψ �� ��	�
����� ����

〈Ψ,Ψ〉 =
∑

i

∑
j

C∗i Cj 〈φi, φj〉

1 =
∑

i

∑
j

C∗i Cjδi,j =
∑

i

|Ci|2 .

�� �����
�� ���� ��� �	��
����� �� ������� ωi 
� 
 	���� �� ��
��	����� �� ����� ��

PΩ (ωi) = |〈φi,Ψ〉|2 = |Ci|2

�� Ψ �� ��	�
����� ��
	� ∑
i

PΩ(ωi) = 1.

��� ������
���� �
�� �� ��� ����	�
�� Ω �� ����

〈Ω〉Ψ =
∑

i

ωiPΩ(ωi) =
∑

i

ωi |Ci|2

� 



���� 〈
Ψ, Ω̂Ψ

〉
=

∑
i

∑
j

C∗i Cj

〈
φi, Ω̂φj

〉

=
∑

i

∑
j

C∗i Cjωjδi,j

=
∑

i

ωi |Ci|2

��������� �� ��� ��	�
����� � ��� �����
����� �� �� ����
����� Ω � � ������ ���� � �

����� Ψ � ������ ��

∆Ω =

√〈(
Ω̂−

〈
Ω̂

〉
Ψ

)2
〉

Ψ

.

	
����� � �� A ��� B ��� ��	 	
�����
�� 	� � ������ ����� �� �� ����� Ψ� ����

(∆A)2 (∆B)2 ≥
(

1
2i

〈[
Â, B̂

]〉
Ψ

)2

.

��		�� ��� f =
(
Â−

〈
Â

〉)
Ψ ��� g =

(
B̂ −

〈
B̂

〉)
Ψ� ����� ��� ����	
�� � 〈〉Ψ ��� ����

�
����� ��
 �
������ ��� (∆A)2 = 〈f, f〉 ��� (∆B)2 = 〈g, g〉 . ���� �� �	�
��
� ���������

(∆A)2 (∆B)2 = 〈f, f〉 〈g, g〉 ≥ |〈f, g〉|2

����

〈f, g〉 =
〈(
Â−

〈
Â

〉)
Ψ,

(
B̂ −

〈
B̂

〉)
Ψ

〉
=

〈
ÂB̂

〉
−

〈
Â

〉 〈
B̂

〉
�����
���

〈g, f〉 =
〈
B̂Â

〉
−

〈
Â

〉 〈
B̂

〉
.

��� ��
 ��� 	����� �����
 z

|z|2 = (!� z)2 + ("� z)2 ≥ ("� z)2 =
[

1
2i

(z − z∗)
]2

.

��� ��� z = 〈f, g〉 � ����

|〈f, g〉|2 ≥
[

1
2i

(〈f, g〉 − 〈g, f〉)
]2

=
[

1
2i

(〈
ÂB̂

〉
−

〈
B̂Â

〉)]2

.
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������� ����	�
��� �����
��

(∆A)2 (∆B)2 ≥
[

1
2i

(〈[
Â, B̂

]〉)]2

.

��	 �
�� �� X̂ ��� P̂ � �
��

(∆X)2 (∆P )2 ≥
[

1
2i

(〈[
X̂, P̂

]〉)]2

=
(

�

2

)2

.

�
�� �� ������������ ����������	 ��������� ������� ������������� �� �
� ����������	 �������

�� �������� �������������� �
�� ��� � ����� ������ �� ����� �� �
� �	���� ��� ���� ��� ���

�� ����� Ψ� ���� ����������� �� X �� 
��� �� �
��� ���� ����������� �� P �� �
� ��
��


���� �� ���� �
� ������ ������ �������������� �
�� �� �������� ��������� σX ��� σP �

����������	 ������� ��	� �
��

σXσP ≥ �

2
.
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